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摘要: 提出了一种区间数据整体估计方法,给出整体分布参数的最佳线性无偏估计量及其协方差矩阵,得到

了正态分布、Weibull分布等位置�尺度分布族区间数据百分位值和百分率的置信限估计. 该方法可以将不同

条件下的试验数据作为一个整体进行统计推断, 将传统的只适用于完全数据的回归分析推广到工程中常见

的区间数据的情况.
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Abstract: A new method o f integ ral est imate for interval censored data is presented in

this paper. T he integral dist ribut ion parameter est imators and their covariance ar e deriv ed,

the confidence lim its of percent iles and percentages for the interval censo red data f rom nor�
mal dist ribut ion, Weibull distr ibut ion or other location�scale dist ribut ion are also obtained.

This method takes test data in different states as an integ er , makes an statistical inference,

and extends tr aditional r eg ression analysis that is only suitable for complete data to interval

censored data.
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� � 回归分析在工程中有着广泛的应用,但是,传

统的回归分析只适用于完全数据, 无法对截尾数

据、不完全数据和区间数据进行处理.然而工程实

际中, 由于受各种因素的影响, 经常遇到截尾数

据、不完全数据和区间数据,例如火箭发动机和武

器装备的贮存寿命、药物起作用的时间等.为此,

文献[ 1]和[ 2]分别建立了截尾数据和不完全数据

的整体估计方法, 将传统的回归分析推广到截尾

数据和不完全数据情况. 文献[ 3]建立了区间数据

最佳线性无偏估计方法,解决了单一状态下区间

试验数据的处理问题.在此基础上,本文给出了区

间数据的整体估计方法,可以把多个状态的试验

数据作为一个整体进行统计推断, 从而将传统的

回归分析推广到区间数据的情况.

1 � 多状态下的位置�尺度分布族

� � 位置�尺度分布族是工程上常见的一类分布,

正态分布、对数正态分布、两参数威布尔分布、极
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值分布、两参数指数分布、Log ist ic分布等均属于

位置�尺度分布族. 多状态下的位置�尺度分布族
可表示为:

F[
t - �(a, x)
�(b, x)

]

- ! < �(a, x) < + ! , � �( b, x) > 0 (1)

其中 �( a, x) , �( b, x) 分别为位置参数和尺度参

数, x= ( x 1 , x 2 , ∀, x h )
T 是状态变量, a= ( a0 , a1 ,

∀, a r)
T 和 b= ( b0 , b1 , ∀, bs)

T 为整体分布参数.

�( a, x) , �( b, x)与 a、b和x 之间的关系通常由所

研究问题的物理性质决定,或者由以往实验结果、

经验公式得到, 也可对其进行检验
[ 1]

.

� � 设 T 为位置�尺度分布族随机变量,令 T
o
=

[ T- �(a, x) ] �( b, x) ,则 T
o
被称为标准位置�尺

度分布族随机变量, 具有不含未知参数分布函数

F( t
o
)和概率密度函数 f ( t

o
) .

2 � 区间数据整体估计的基本方程

2. 1 � 多状态下位置�尺度分布族的区间统计量

� � 在状态 xj = ( x j 1 , x j 2 , ∀, x j h )
T
下, 设( t j 1 ,

n
#
j 1 ) , ( t j 2 , n

#
j 2 ) , ∀, ( tj m

j
, n

#
j m

j
)是来自位置�尺度

分布族随机变量 T 的一组区间数据,即位于区间

( tj ( i- 1) , tj i )内有 n
#
j i个数据, 其中 tj 0 = 0, tj 1 < tj 2

< ∀< t j m
j
, i= 1, 2, ∀, m j , 其数据总量为 nj = ∃

m
j

i = 1

n
#
j i . 令:

nj i = ∃
i

l = 1
n
#
j l � � j = 1, 2, ∀, m (2)

则由文献[ 3]知,可将 t j i看作大小为 n j 的样本的

第n j i个区间统计量T
*
n
j i
的一个实现值. 通过 T

o
n
j i

= [ T
*
n
j i
- �(a, x j ) ] �(b, x j )可以将 T

*
n
j i
变换为来

自标准位置�尺度分布F ( t
o
)的区间统计量.

2. 2 � 区间数据整体估计的基本方程

� � 由文献[ 3]可以求得标准位置�尺度分布区间
统计量的均值、方差和协方差分别为:

uj i = E( T o
n
j i
) =

( nj + 1) !
nj i !( nj - nj i ) !

%

&
1

0
F

- 1
( P

*
n
j i
) ( P

*
n
j i
)
n
j i ( 1- P

*
n
j i
)
n
j
- n

j i dP*
n
j i

(3)

v j ii = Var( T
o
n
j i
) =

( nj + 1) !
nj i ! ( nj - nj i ) !

%

&
1

0
[ F

- 1
( P

*
n

j i
) ]

2
( P

*
n

j i
)
nj i ( 1 - P

*
n

j i
)
nj- nj i dP

*
n

j i
- uj i

2

(4)

v j ik = Cov( T o
n
j i
, T

o
n
j k
) =

( nj + 2) !
nj i ! ( nj k - nj i ) !( n j - n j k ) !&

1

0&
P*
n
j k

0
F

- 1
( P

*
n
j i
) %

F
- 1
( P

*
n
j k
) ( P

*
n
j k

- P
*
n
j i
)
n
j k

- n
j i (1 - P

*
n
j k
)

n
j
- n

j k %

( P
*
n
j i
)

n
j i dP*

n
j i
dP *

n
j k
- u j iu j k � � � i < k (5)

� � 由式(1)和式(3)~ ( 5)可以得到:

tj i = �(a, xj ) + �( b, x j ) uj i +  j i (6)

式中  j i = �( b, xj ) ( t
o
j i - u j i ) , 并且 E ( j i ) = 0,

Var( j i )= v j ii �2 ( b, x j )和 Cov (  j i ,  j k ) = v j ik %

�2( b, x j ) , i ∋ k.

3 � 等尺度分布区间数据整体估计

3. 1 � 整体分布参数估计

� � 首先考虑位置参数 �(a, x)为线性函数、尺度

参数 �(b, x)为常数的情况,即:

�(a, x) = ∃
r

l= 0
al!l ( x) (7)

�(b, x) = � (8)

式中 !l (x)为已知函数, l= 0, 1, ∀, r . 由式( 6)可

得:

Y= X∀+  (9)

E( Y) = X∀ (10)

Cov( Y) = �2V (11)

式中 Y= ( Y
T
1 , Y

T
2 , ∀, Y

T
m )

T
, Y j = ( t j1 , tj2 , ∀,

tjm
j
)
T
,  = (  

T
1 ,  

T
2 , ∀,  

T
m )

T
,  j = (  j1 ,  j2 , ∀,

 jm
j
)
T
, ∀= ( a0 , a1 , ∀, ar , �) T

, X = ( X1 , X2 , ∀,

Xm )
T
,其中:

Xj =

!0 (xj ) !1 (xj ) ∀ !r (x j ) u j 1

!0 (xj ) !1 (xj ) ∀ !r (x j ) u j 2

# # � # #

!0 (xj ) !1 (xj ) ∀ !r (x j ) u j m
j

T

�

(12)

V =

V1 0 ∀ 0

0 V2 ∀ 0

# # � #

0 0 ∀ Vm

� (13)

Vj = ( v j ik ) m
j
% m

j
� j = 1, 2, ∀, m (14)

� � 令:

Q = (Y- X∀)
T
V

- 1
( Y- X∀) (15)

其中:

V
- 1

=

V
- 1
1 0 ∀ 0

0 V
- 1
2 ∀ 0

# # � #

0 0 ∀ V
- 1
m

� (16)
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则 ∀的估计量 ∀̂= ( â0 , â1 , ∀, âr , �̂) T 可由下式得

到:

 Q
 ∀

= - 2XT
V

- 1
(Y- X∀) = 0 (17)

即

∀̂= ( X
T
V
- 1
X)

- 1
X

T
V

- 1
Y (18)

� � 由广义高斯- 马尔可夫定理可知 ∀̂具有无偏

性和最小方差性,其协方差为:

Cov( ∀̂) = (X
T
V

- 1
X)

- 1
�
2

(19)

3. 2 � 位置参数、尺度参数估计

� � 由文献[ 1]可知位置参数 �(a, x)、尺度参数

�(b, x)的点估计分别为:

�̂(a, x) = ∃
r

l= 0

âl!l (x) (20)

�̂( b, x) = �̂ (21)

� � 由式(20)、(21)和文献[ 3]可以得到位置参数

�( a, x)和尺度参数 �( b, x)置信度为 ∃的单侧置

信下限 �L ( a, x) 和 �L ( b, x) 与单侧置信上限

�U (a, x)和 �U (b, x) , 分别由以下各式给出:

�L (a, x) = �̂(a, x) +
�̂

( �̂2 - u
2
∃S 22)

%

{ u
2
∃S 1 2 - u∃[ u

2
∃( S12

2
- S11S 22) + �̂2 S11 ]

1/ 2
}

(22)

�U (a, x) = �̂(a, x) +
�̂

( �̂2 - u
2
∃S 22)

%

{ u
2
∃S 1 2 + u∃[ u

2
∃( S12

2
- S11S 22) + �̂2 S11 ]

1/ 2
}

(23)

�L (b, x) =
1

�̂+ u∃ S 22

�̂2 (24)

�U ( b, x) =
1

�̂- u∃ S 22

�̂2 (25)

其中:

S11 = Var[ �̂(a, x) ] =

∃
r

k= 0
∃
r

l= 0

Cov( âk , â l ) !k (x) !l (x) (26)

S12 = Cov[ �̂( a, x) , �̂] = ∃
r

l= 0
Cov( âl , �̂) !l ( x)

(27)

S22 = Var( �̂) (28)

3. 3 � 百分位值和百分率估计

� � 由式(20)、(21)和文献[ 3]可知, 随机变量 T

概率为P 的百分位值 t p = �(a, x) + F
- 1

( P ) %

�(b, x)的无偏估计量为:

t̂P = ∃
r

l = 0

â l!l (x) + F
- 1

( P) �̂ (29)

其置信度为 ∃的单侧置信上、下限分别为:

tP U = �̂(a, x) +
�̂

( �̂2 - u
2
∃S 22)

%

[ F
- 1
( P ) �̂2 + u

2
∃S 12 + kP ] (30)

tPL = �̂( a, x) + �̂
( �̂

2
- u

2
∃S 22 )

%

[ F
- 1
( P ) �̂

2
+ u

2
∃S 12 - kP ] (31)

式中:

kP = u∃{ u
2
∃( S12

2
- S11S22 ) + �̂2 { S11 +

[ F
- 1
( P) ]

2
S22 + 2F- 1

( P) S12} }
1/ 2

(32)

� � 此外, 根据百分位值的置信度为 ∃的单侧置

信上(下)限曲线与百分率的置信度为 ∃的单侧置

信下(上)限曲线相同的原理 [ 4]
, 可以对随机变量

T 的百分率置信限进行估计.

4 � 非等尺度分布区间数据整体估计

4. 1 � 整体分布参数估计

� � 工程中尺度参数通常随状态变量而变化, 设

位置参数 �(a, x)与尺度参数 �( b, x)均为线性函

数,则位置参数仍由式( 7)给出, 尺度参数由下式

给出:

�(b, x) = ∃
s

l= 0
bl%l (x) (33)

式中 %l (x) ( l= 0, 1, ∀, s)为已知函数. 由式(6)可

得:

Y= X∀+  (34)

E( Y) = X∀ (35)

Cov( Y) = V (36)

式中 Y和 与 3. 1 节相同, ∀= ( a0 , a1 , ∀, ar , b0 ,

b1 , ∀, bs)
T
, X= (X 1 , X 2 , ∀, Xm)

T
,其中:

Xj =

!0 (xj ) !1 (x j ) ∀ !r(x j ) %0(x j ) uj 1 %1 (xj ) u j 1 ∀ %s(x j ) uj 1

!0 (xj ) !1 (x j ) ∀ !r(x j ) %0(x j ) uj 2 %1 (xj ) u j 2 ∀ %s(x j ) uj 2

# # � # # # � #

!0 (xj ) !1 (x j ) ∀ !r(x j ) %0(x j ) uj m
j %1( xj ) u j m

j ∀ %s(x j ) uj m
j

T

(37)
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V =

�
2
( b, x1)V1 0 ∀ 0

0 �2 ( b, x2 )V2 ∀ 0

# # � #

0 0 ∀ �
2
(b, xm )Vm

�

(38)

� � 令:

Q = (Y- X∀)
T
V

- 1
(Y- X∀) (39)

则 ∀的估计量 ∀̂= ( â0 , â1 , ∀, â r , b̂0 , b̂1 , ∀, b̂s )
T 可

由下式得到:

 Q
 ∀= - 2XT

V
- 1

(Y- X∀) = 0 (40)

即:

∀̂= (X
T
V

- 1
X)

- 1
X

T
V

- 1
Y (41)

� � 由于上式右边含有参数 b, 所以需要迭代求

解[ 2]
. 由广义高斯- 马尔可夫定理可知 ∀̂的协方差

为:

Cov( ∀̂) = (X
T
V

- 1
X)

- 1
(42)

4. 2 � 位置参数、尺度参数估计

� � 此时位置参数 �(a, x)的点估计仍可由式(20)

得到,而由式( 33)可知尺度参数 �( b, x)的点估计

为:

�̂( b, x) = ∃
s

l = 0
b̂l%l (x) (43)

� � 位置参数 �(a, x)和尺度参数 �( b, x)置信度为

∃的单侧置信下限和上限仍可由式(22) ~ ( 25)求

得,此时需将 �̂换成 �̂( b, x) ,其中位置参数估计量

�̂( a, x) 的方差由式 ( 26) 给出, 尺度参数估计量

�̂(b, x)的方差及其与 �̂( a, x) 的协方差计算公式

为:

S22 = Var[ �̂(b, x) ] = ∃
s

k= 0
∃
s

l= 0
Cov( b̂k , b̂l ) %

%k (x) %l ( x) (44)

S12 = Cov[ �̂( a, x) , �̂(b, x) ] =

∃
s

l= 0
∃
r

k = 0
Cov( âk , b̂l ) !k( x) %l ( x) (45)

4. 3 � 百分位值和百分率估计

� � 由式( 20)、(43)知,随机变量 T 概率为 P 的百

分位值 t p = �(a, x) + F
- 1

( P ) �( b, x)的无偏估计

量可由下式给出:

t̂P = ∃
r

l= 0
âl!l ( x) + F

- 1
( P) ∃

s

l = 0
b̂l%l (x) (46)

百分位值、百分率的置信限估计只需将式 (30) ~

(32)中的 �̂换成 �̂( b, x)即可.

5 � 其他情况区间数据整体估计

� � 对于最一般的情况:

�( a, x) = !(a, x) (47)

�(b, x) = %(b, x) (48)

� � 根据文献[ 1]中的整体分布参数最小二乘估计

方法求出整体分布参数估计 â和 b̂ 后,即可得到各

个状态下 �(a, x)和 �(b, x)的估计量.

6 � 实 � 例

� � 文献[ 5]给出了 3个温度下某绝缘材料加速寿

命试验定期检测结果,每个温度下取 10个样本,得

到三组区间数据.各个温度下产品寿命 t均服从对

数正态分布,且对数寿命标准差 �保持不变, 即有:

F( lnti ) = & (
lnt i - �i

�
) � � i = 1, 2, 3

表 1 � 某绝缘材料加速寿命试验定期检测结果

Table 1 � Periodic detection results of insulating material

accelerated life test

试验温度 170(
每周期 32d

试验温度 190(
每周期 8d

试验温度 210 (
每周期 2d

周期 失效数 周期 失效数 周期 失效数

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

0

1

0

0

1

0

0

5

0

2

1

0

0

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

1

0

0

0

0

1

1

1

0

1

2

2

1

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

0

0

0

0

0

2

2

0

0

5

1

0

0

加速寿命方程符合阿伦尼斯模型,即各个温度

下对数寿命均值 �i ( i= 1, 2, 3)满足:

�i = a + b T i � � i = 1, 2, 3

� � 采用本文方法对表 1中区间数据进行统计分

析,得到参数 a, b 和�的估计量为:

â = - 20. 8186, b̂ = 11851. 3, �̂= 0. 176124

Cov

â

b̂

�̂

=

0. 729 - 336. 562 - 0. 000402

- 336. 562 155517 0. 158

- 0. 000402 0. 158 0. 000589

则产品对数寿命均值与温度之间的数学关系式由
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下式给出:

�̂i = â + b̂ T i= - 20. 8186+ 11851. 3 T i

7 � 结 � 论

� � (1)提出了区间数据整体估计方法, 将只适用

于完全数据的回归分析推广到工程中常见的区间

数据的情况.

(2)建立了位置�尺度分布族区间数据整体估
计的基本方程, 所给出的整体分布参数估计量具有

最佳无偏和渐近正态的性质.

(3)给出了位置�尺度分布族百分位值和百分
率的点估计和置信限估计公式.

(4)对等尺度分布和非等尺度分布区间数据整

体估计分别进行了详细讨论.

(5)区间数据整体估计方法能够将不同条件下

的区间数据作为一个整体进行统计推断,具有信息

量大、精度高的优点.
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